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Algebre bilinéaire — Feuille 4
Orientation d’un espace euclidien, produit mixte, produit
vectoriel

Exercice 1. Soit EF un espace vectoriel euclidien orienté par le choix d’une b.o.n.
By = (ei)1<i<n et soit o € S, une permutation. A quelle condition la base (e, (;))1<i<n
est-elle directe?

Exercice 2. Donner une équation du plan vectoriel P de R? engendré par les vecteurs
u=(1,1,1) et v = (1,2,3).
Calculer la distance de z = (1,—1,1) & P.

Dans le reste des exercices, E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension 3
orienté par le choix d’une b.o.n. By = (e1, ez, €3).

Exercice 3. Soit (f1, fa, f3) une b.o.n. directe de E. Montrer que
fiNfe=1Ts, faNfs=f1, fsNfi=Ffa
Exercice 4. Montrer que pour tout z,y,2z € E, on a

T A (YA z) = (x;2)y — (239)2;
(T Ay) Nz = (z;2)y — (y; 2)T.

Exercice 5. Soient x,y,z € E'\ {0}. A quelle condition a-t-on

zAYNz)=(xAy) Az

Exercice 6. Soient a,b € E avec a # 0. Résoudre I'équation a A z = b.

Exercice 7. Montrer que pour tout z,y € F,

{ely)? + llz Ayl = ll=llly]l*.
Exercice 8. Montrer que pour tout z,y, 2,t € E, on a

wnvlne=| T W | = Gl - Gl

Exercice 9. Montrer que pour tout z,y, 2,t € E, on a
(x ANy) A (2 At) = —det(z,y, 2)t + det(z,y,t)z.

Exercice 10. Soient z,y,z € E. Montrer que
(a) ||z A y|| est I'aire du parallélogramme construit sur = et y.



(b) |det(z,y, 2)| est le volume du parallélépipéde construit sur z,y, 2.
(c) +|det(z,y, z)| est le volume du tétraedre construit sur z,y, 2.

Exercice 11. Pour tout y € E, on désigne par ¢, I’endomorphisme de £ défini par
Ve e B, py(x)=xNy.

(a) Déterminer la matrice de ¢, dans la base By.
L’endomorphisme ¢, est-il injectif?

(b) Montrer que cpg et ¢, sont proportionnels.
(¢) En déduire que pour x,y € E avec y # 0,

(ely) . sin(lyl)
WYt T Y

e?v(z) = cos(||lyll)z + (1 — cos(||y||)



